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Wykład 3B. Tarcza 2D modelowana elementami CST
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Metoda elementów skończonych
(MES1)



Model ćwiartki tarczy 
o dwóch elementach skończonych
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Model prostokątnej tarczy
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pmax=60MPa
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grubość 2mm
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Przypomnienie dla elementu CST w stanie PSN

gdzie: 𝑎1 = 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 ; 𝑎2= 𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3 ; 𝑎3= 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1
𝑏1 = 𝑦2 − 𝑦3 ; 𝑏2= 𝑦3 − 𝑦1 ; 𝑏3= 𝑦1 − 𝑦2
𝑐1 = 𝑥3 − 𝑥2 ; 𝑐2= 𝑥1 − 𝑥3 ; 𝑐3= 𝑥2 − 𝑥1

funkcje kształtu = znormalizowane pola:

𝑁1(𝑥, 𝑦) =
𝐴1(𝑥,𝑦)

𝐴𝑒
=

1

2𝐴𝑒
(𝑎1+ 𝑏1𝑥 + 𝑐1𝑦)

𝑁2(𝑥, 𝑦) =
𝐴2(𝑥,𝑦)

𝐴𝑒
=

1

2𝐴𝑒
(𝑎2+ 𝑏2𝑥 + 𝑐2𝑦)

𝑁3(𝑥, 𝑦) =
𝐴3(𝑥,𝑦)

𝐴𝑒
=

1

2𝐴𝑒
(𝑎3+ 𝑏3𝑥 + 𝑐3𝑦)

1(𝑥1, 𝑦1)

2 (𝑥2, 𝑦2)

3 (𝑥3, 𝑦3)

𝑥

𝑦

𝑣1

𝑢2

𝑣2

𝑢3

𝑣3

𝛺𝑒

𝑢1
𝑢

𝑣

(𝑥, 𝑦)

𝑎𝑖 = 𝑥𝑗𝑦𝑘 − 𝑥𝑘𝑦𝑗
𝑏𝑖 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘
𝑐𝑖 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑗

𝑘 𝑒 = 𝐴𝑒𝑡𝑒 𝐵 𝑇 𝐷 𝐵
6 × 6 6 × 3 3 × 3 3 × 6

𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝑠𝑧𝑡𝑦𝑤𝑛𝑜ś𝑐𝑖 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢:

𝐷 =
𝐸

(1 − 𝜈2)

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1

2
(1 − 𝜈)3 × 3

𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧
𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑦𝑡𝑢𝑡𝑦𝑤𝑛𝑎 𝑑𝑙𝑎 𝑃𝑆𝑁:

𝐵 =
1

2𝐴𝑒

𝑏1 0 𝑏2
0 𝑐1 0
𝑐1 𝑏1 𝑐2

0 𝑏3 0
𝑐2 0 𝑐3
𝑏2 𝑐3 𝑏3

macierz odkształcenie−przemieszczenie



4

①

②

③

𝑛𝑜𝑡𝑎𝑐𝑗𝑎
𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙𝑛𝑎

x

y

𝑎𝑖 = 𝑥𝑗𝑦𝑘 − 𝑥𝑘𝑦𝑗
𝑏𝑖 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘
𝑐𝑖 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑗① ②

③

𝐵 =
1

2𝐴𝑒

𝑏1 0 𝑏2
0 𝑐1 0
𝑐1 𝑏1 𝑐2

0 𝑏3 0
𝑐2 0 𝑐3
𝑏2 𝑐3 𝑏3

𝐷 =
𝐸

(1 − 𝜈2)

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1

2
(1 − 𝜈)

Wyliczanie macierzy elementu 1
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6 × 3 3 × 3 3 × 6

Przykład wymnażania macierzy:

Wyliczanie macierzy elementu 1
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macierz sztywności elementu 1:

𝑘 𝑒 = 𝐴𝑒𝑡𝑒 𝐵 𝑇 𝐷 𝐵
6 × 6 6 × 3 3 × 3 3 × 6

Wyliczanie macierzy sztywności elementu 1
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rozszerzona macierz sztywności elementu 1:

Wyznaczenie rozszerzonej macierzy sztywności elementu 1
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x

y

③ ②

①

Wyliczenie macierzy elementu 2

𝑎𝑖 = 𝑥𝑗𝑦𝑘 − 𝑥𝑘𝑦𝑗
𝑏𝑖 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑘
𝑐𝑖 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑗

𝐵 =
1

2𝐴𝑒

𝑏1 0 𝑏2
0 𝑐1 0
𝑐1 𝑏1 𝑐2

0 𝑏3 0
𝑐2 0 𝑐3
𝑏2 𝑐3 𝑏3

𝐷 =
𝐸

(1 − 𝜈2)

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1

2
(1 − 𝜈)

①

②

③

𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙
𝑛𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
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macierz sztywności elementu 2:

Wyliczenie macierzy sztywności elementu 2
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rozszerzona macierz sztywności elementu 2:

Wyznaczenie rozszerzonej macierzy sztywności elementu 2
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globalna macierz sztywności:

rozszerzona macierz sztywności elementu 1: rozszerzona macierz sztywności elementu 2:

Wyznaczenie globalnej macierzy sztywności
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Wprowadzenie warunków brzegowych do globalnej macierzy sztywności

Warunki 
brzegowe
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0

𝑙

𝑝𝑥, 𝑝𝑦
𝑁1 0 𝑁2

0 𝑁1 0
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𝑁2 0 𝑁3

d𝑠

Wektor obciążenia równoważnego od sił powierzchniowych
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























pF3

pF5

pF1

pF2

pF4

pF6
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①

②

③

Wektor obciążenia równoważnego od sił powierzchniowych



K-1F

1xR

1yR
2yR

4xR

15

Wyznaczenie poszukiwanych przemieszczeń węzłowych 



B1q1

D1
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Wyznaczenie odkształcenia i naprężenia w elemencie 1



B2q2

D2
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Wyznaczenie odkształcenia i naprężenia w elemencie 2
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Wyznaczenie energii sprężystej w elementach

𝑈𝑒 =
1

2
׬ 𝜀 𝜎 d𝛺𝑒 =

1

2
𝜀 𝜎 ׬ d𝛺𝑒

𝛺𝑒 1 × 3 3 × 1 1 × 3 3 × 1 𝛺𝑒
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Wyznaczenie rozwiązania w punkcie P na granicy elementów
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
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
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① ②

③Wyznaczenie rozwiązania w punkcie P na granicy elementów
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①

②③

Wyznaczenie rozwiązania w punkcie P na granicy elementów
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①

②③

Wyznaczenie rozwiązania w punkcie P na granicy elementów



UX displacement

x

y

P

00195.0
[mm]

00195.0
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Przemieszczenia w punkcie P na granicy elementów



UY displacement

x

y

[mm]P
0076.0

0076.0 24

Przemieszczenia w punkcie P na granicy elementów



x strain

x

y
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Odkształcenia w punkcie P na granicy elementów



y strain

x

y
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Odkształcenia w punkcie P na granicy elementów



xy strain

x

y
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Odkształcenia w punkcie P na granicy elementów



x stress

x

y

[MPa]
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Naprężenia w punkcie P na granicy elementów



y stress
x

y

[MPa]
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Naprężenia w punkcie P na granicy elementów



xy stress
x

y

[MPa]

30

Naprężenia w punkcie P na granicy elementów
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Odkształcenia w punkcie P na granicy elementów



x

y
DOF  Solution              UX                                                 UY

2

8

32

512

8000

[mm]

32

Wpływ dyskretyzacji na jakość wyników



x

y

2

8

32
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8000

Horizontal stress x

[MPa]
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Wpływ dyskretyzacji na jakość wyników
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Vertical stress y

[MPa]
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Wpływ dyskretyzacji na jakość wyników
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y
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8

32
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Shear stress xy

[MPa]
[MPa]
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Wpływ dyskretyzacji na jakość wyników
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Wpływ dyskretyzacji na jakość wyników


